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PREMIERE PARTIE : ANALYSE  [12 pts]

1
Exercice 1. (a) Déterminer une primitive de la fonction f(zr) = —— .
2 —2x+5
Solution: z?> — 2z +5 = (v — 1) +4=4[(%1)2 + 1], dou
[ flz)dz =3 f +1d7z =5 | &% = jarctanu + C = §arctan Z24-C.  [1.0 pts]
> +5
(b) Décomposer en éléments simples la fonction ¢(z) = T 2275

(g(x)—l—%)(x2—5$+5) =1 +5—(z+1)(a® =22 +5)] =2 —3. [1.5 pts]

Solution: g(z) = 1+ 2 + 2L avec A = lirr(l)xg(x) =2=1Bx+C =

(c) Déterminer une primitive de g sur R% = ]0, +o0l.

Solution: = [g(x)dz = [1+Inz+ 2x2“2x2+5 pro 22$+5]dx
—x—an—i— $In(z? — 22 +5) — arctan %5+ + C. [1.0 pts]
et 45
d) En dédui imitive de h(t) = ————F— .
(d) En déduire une primitive de h(t) T
Solution: Pour z = ¢!, dz = e'dt, [h(t)% e'dt = [ g(z)dz = G(z) = G(€"). [0.5 pts]

(e) Résoudre, sur R*, I'équation différentielle

1 e +5
/ — - @
ty + 35y e2t—2et+5ﬁ'
Solution: (FH) = %: —3 = Inly|=—3Int+C = y=Kt 2, KeR.
Var. de la ¢ : t£/(t) t72 = h(t)V/Z, soit k() = h(t), don k(t) = G(e')
et enfin y = t72(G(e!) + K), K € R. [2.0 pts]

Exercice 2. Déterminer la nature des points stationnaires de la courbe paramétrée

.3
r =sin"t
(C) : {y:COSQt , teR.

Solution: On a 2’ = 3sin’tcost, 3y = —2sintcost, qui s’annulent pour ¢ € SZ. Les
fonctions étant 27 périodiques et x impaire et y paire, on peut se restreindre
aR N[—m a[=[0,n[, doncaty=0ett =73 [1.25 pts]

Etudions M (0) = (0,1). On a 2" = 6sintcos?t — 3sin’¢,

y" = 2sint — 2cos?t = 2 — 4 cos? t, donc V@(0) = (0, —2) # o, d’oli p = 2,

et 2" = 6cosdt — (12+9)sin®t cost, 3" = 8sint cost, donc VP (0) = (6,0).

V®(0) ) VA(0), dott ¢ =3 : M(0) est pt de rebroussement de le espoce. [2.5 pts]
Concernant M(Z) = (1,0), on a V@(T) = (=3,2) # o dott p = 2, et



VE(2) = (0,0) € R- V®(Z), il faut donc chercher V(D) oy = —dy" et
a" = 21sin®t — (42 4 18)sint cos’t, d’ot VW(Z) = (0,-8) ¢ R- VI (Z),
donc g = 4 et M (%) est pt de rebroussement de 2e espece.

N.B.: On peut aussi faire un DLy en 0 et T (sin < cos) pour obtenir V34,

DEUXIEME PARTIE : ALGEBRE LINEAIRE [10 pts]

Exercice 3. Soit £ = Ry[X] l'espace vectoriel des polynomes réels de degré
inférieur ou égal & 2, dont on note B = (1, X, X?) la base canonique.
En notant P’ le polynome dérivé de P, on pose

f(P)= P — P pour tout polynome P de E .

(a) 1. Montrer que 'application f est un endomorphisme de F.

Solution: On a f(E) C E car deg(P'— P) = deg P, et linéarité : f(P+\Q) =
(P+AQ) = (P+AQ) =P =P+ ANQ - Q) = f(P)+Af(Q).

ii. Ecrire A = Matg(f), la matrice de f dans la base B. En déduire,
sans autre calcul, le rang, le noyau, et une base de I'image de f.

-1 1 0
Solution: Avec f(1,X,X?)=(-1,1-X,2X — X?), A= 0 -1 2
qui est de rang 3 (échelonnée sans ligne nulle), 0 0 -1
donc rang f = 3 donc f bijective et ker f = {0}, im f = E dont
(1, X, X?) est une base.

(b) On considere le sous-ensemble FF={P e E|P(1)=0} .
i. Montrer que I’ est un sous-espace vectoriel de E, déterminer la
dimension de F', et en donner une base.

Solution: On a F' = ker(P +— P(1)), noyau d’une forme linéaire, donc s.e.v.
F contient P, = 1 — X et P, = X — X? qui sont indépendants,
donc dimF' > 2,1 ¢ F donc dim F' < dim F = 3 donc dim F' = 2
et (Pp, P») base de F.

ii. Déterminer une base de f(F'), image de F' par I'application f.

Solution: On a im f = vect f(P, P»), et f(P) = =2+ X et f(P) =1 —
3 X + X? sont indépendants, donc base.

(c) Onpose P, =1-X, P, = X —X? et P3 = X?—1. Déterminer le rang
de M = Matg(Py, P, P3), matrice de la famille (P, P,, P3) dans la base
canonique B, puis en déduire la dimension de G = vect { Py, P, Ps}.

Solution: En faisant c¢3 + ¢ + ¢;, on voit que rangM = 2 = dimG car
rang Mat( Py, Py, P3) = rang(Py, Py, P3) = dim vect(Py, Ps, P3).

(d) Soient Qo, Q1, Q2 € E tels que f(Q;) = X' pouri=0,1,2.
i. Justifier le fait que C = (Qo, Q1,Q2) forme une base de E.

ii. Déterminer la matrice de f dans cette base. (On pourra chercher le
lien entre les matrices A = Matg(f) et Q = Matg(C).)

Solution: i. f(C) = B est libre donc C libre, de cardinal 3 = dim E donc base.
ii. On a f(C) = B, don AQ = I, donc A = Q' et A/ = Mate f =
QTTAQ = A.
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