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Systémes linéaires ; Calcul matriciel (suite)

Exercice 0. Revoir les définitions et théorémes du cours.

e Systeme linéaire (S) a n équations, p inconnues (z1,...,x,) € KP : AX =B
A€ My p(K), X =Mate(z), B € Mp1(K) < f(z)=0b, f € LKI;K").

e solutions : S = f~1({b}); systéme incompatible : S = () <= b ¢ im f;
sinon S = z° + ker f avec z° une solution particuliere : f(z°) = b.

e rang(S) :=rgA=rgf; lesev.S,=ker f de dimS, = p — rang(S)
constitue I’ensemble des solutions du systeme homogene (b = o).

e Systeme de Cramer : rang(S) =n =p <= f € Iso(KP; K");
admet une solution unique z = f71(b) +—= X = A~'B.

e Résolution : réduite de Gauss de (A|B) = systéme de Cramer de r =
rang(S) équations principales pour r inconnues principales (autres inconnues
dans membre de droite, autres équations 0 = 0 sinon S = () ; solution s’écrit
alors © = 2° + A\jvy + - - - + A\gug avec Ap, ..., \p € K arbitraires (inconnues
non principales), (v1, ..., vg) base de S,.

Exercice 1. Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systeémes suivants :

* (a) dans R3 :
3z —5y+ 2z=a

50 —9y + 7z=0b en fonction de (a,b,c) € R3
4 — 8y + 10z =c
(b) dans R* :
Tc+8y+32z+9t=4
—x+ y—3z+5t=3
8x +9y + 62z + 5t =2
—8y+ z—-6t=1

* Exercice 2. Résoudre et discuter suivant les valeurs du parameétre réel a le

systeme :
ar+ Y+ z=a
rT+ay+ z=a
r+ y+az=

Exercice 3. Soient v = (1,1,2), v = (1,—1,1), w = (1,5,4) trois vecteurs du
R-espace vectoriel R3. Trouver les conditions sur (a,b,c) € R3 pour qu’il
existe (x,7,2) € R? tel que zu + yv + 2w = (a, b, c).

Exercice 4. Résoudre le systeme

—x —6y+8z+5t+3u=—6
22 —5y+52—-2t-3u= 3

3r4+9y+9z2+ t+d5u=—4
r—9y — 52— 6t —9u= 10



MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES (SUITE) ; CHANGEMENTS DE BASE

Exercice 5. Soit £ = (eq, e2,e3) la base canonique de R? et f 'endomorphisme
de R3 défini par

4 2 1
A= Matg(f) = Matg}g(f) = -6 —5 —6
3 3 4

(a) Calculer f(b;) pour by = (1,—2,1), by = (0,2, —1) et b3 = (0,0,1).
(b) i. Démontrer que B = (b1, ba, b3) est une base de R3.
ii. Déterminer T'= Matp(f). En déduire que f est bijective.

0 3 1
(c) i Calculer N2pour N=| 0 0 —2 |.Endéduire N* pour k > 2.
00 O

ii. Soit n € N. Calculer T" en termes de N, puis explicitement (en
fonction de n). Exprimer A en termes de T', et en déduire A™.

Exercice 6. Dans Mj3(R) on considere l'application ¢ qui a M = ( ch Z >
associe p(M) = < z:s Z:; >
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme.
(b) Touver la matrice de ¢ dans la base canonique de Ms(R).
(c) Donner des bases F, K des sous-espaces F' = im ¢ et K = ker .
(d) Ecrire la matrice de ¢ € L(F') : M — (M) dans la base F de F.
Exercice 7. Dans F = R;[X], on considere les polynémes P, = X +1 et P, =
1 — X. Montrer qu’ils forment une base de F.

Ecrire la matrice M de I’application linéaire D : P — P’ dans cette base (ol
P’ désigne la dérivée de P). Montrer de deux facons différentes que M? = 0.

Exercice 8. (a) Soit by = (2,3,-5), b2 = (1,2, —3), b3 = (3, —4,—2). Montrer
que (b) = (b1, ba, b3) est une base de R3.
(b) Soit U I'endomorphisme de R? défini par U(z,y,2) = (3y — 52,32 —
y — 32,22 4 y). Trouver la matrice de U dans la base (b).
(c) Soit (f1, f2) la base canonique de R?, soit w1 = f1 — fa; wo = f1 + fo.
Vérifier que (w) = (w1, ws) est une base de R2.
(d) Soit V € L(R3 R?) définie par V(x,y,2) = 22 —y+ 2,2 — 4y — 22).
Trouver la matrice de V' par rapport aux bases (b) et (w).
Exercice 9. Dans R? muni de sa base canonique (eq, ez, e3), on considere la fa-
mille (u,v,w) avec u = (—1,1,1); v = (1,-1,1); w= (1,1, —1).
(a) Calculer les coordonnées (z,y, z) du vecteur £ u+mn v+ w dans la base

canonique en fonction de &, 7, C.

(b) Démontrer que (u,v,w) est une base de R? et calculer les coordonnées
(&,m,¢) du vecteur zej + yeg + z ez dans la base (u,v,w).



