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Mathématiques 2 / Analyse — T.D. série n° 2 :

Développements limaités.

GENERALITES ; D.L. DE FONCTIONS ELEMENTAIRES.

Exercice 1. Montrer que f (:) o(f) = f = o sur un voisinage de a.

Exercice 2. Montrer qu’une fonction polynomiale f de degré d admet un DL, (0)
(développement limité d’ordre n au voisinage de 0), pour tout n € N.

Exercice 3. Montrer quesi f : R — R admet un DL, (0), alors ce D.L. est unique.

Exercice 4. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que
() Ve eR:|e"—z—1| < %[L’QGM , () Ve eRy tx—12® <In(1+z) <=z.

Exercice 5. Déterminer le DL, (0) des fonctions suivantes :
(a) v —chz=3(e"+e ") (n=2p+1avecpeN)
(b) z+—shz=1(e"—e™) (n=2p+2avecpeN)
(c) x+— e"sinx (n=2>5)
(d) =~ arctanx (n =2p+ 2 avec p € N)

Exercice 6. Déterminer les D.L. suivants :
Inz

(a) DL4(1) de x — — (b) DLy(o0) de & — o — Vat — a3,

2 Y
(c) DL4(%) de x + (sin2z)>.
Exercice 7. On rappelle que Vzx € [—g, g} . arcsin(sinz) =z
Vo € [-1,1]: arccosz = § — arcsinx .
(a) Déterminer le DL3(0) de x — arcsinz a 'aide du D.L. de x + sinx.

(b) En déduire le DL3(0) de la fonction x +— arccos .
RECHERCHE DE FONCTIONS EQUIVALENTES ET LIMITES

Exercice 8. Déterminer un équivalent, au voisinage de xy, des fonctions

f(‘r):snlm_taix (10 =0), gx)=2"—2% (z0=2).

Exercice 9. A l'aide de D.L., calculer les limites suivantes :

e —cosxr—x o oxzlhhz+1—2 . xcosx —sinx
li=lm——F+——, lp=lm——F—— |, 3=lim —F— .
z—0 x — In(1 + z) =1 (x—1)Inzx 2—0 a3

Exercice 10. Pour a € R, calculer a I'aide d'un D.L. la limite lim (1 + g>x .
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BRANCHES INFINIES ET ETUDE LOCALE DE FONCTIONS

Exercice 11. Donner, a I’aide de D.L., au voisinage de co et —oo, I’'asymptote et

el/e,

la position par rapport a I’asymptote, de la courbe d’équation y = T
x

Exercice 12. Démontrer que la fonction exp est convexe sur R, en appliquant le
théoreme des accroisements finis, sur tout segment [a,b] C R et pour tout
A € [0,1], a la fonction f) définie par

falz) = @M@ (1 — \)e? — Ne® |

Exercice 13. A l'aide d'un D.L. étudier la convexité et la concavité locale au
voisinage de z( ainsi que la nature (extréma, point d’inflexion) du point
(x0, f(x0)), et donner 1’équation de la tangente en ce point, pour

fl@)=22"—32" —120+2 et x€{-1,32} .

Exercice 14. Soit f la fonction définie sur ]—E O[ U ]0, %[ par

fz) = tngrf)x avec g(z) =eV l+sinz _

e .

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 15. Ecrire les DL, (0) des fonctions suivantes :

fla) = ei‘ffx (n=4), glz)=a® (a>0, neN), th(a:):i}ﬁ—i (n=6).

Exercice 16. A l'aide de DL, calculer les limites suivantes si elles existent :

(1 — cosz)arcsinx . l—coszx , ¥ —x
, by =1lm —— ; l3=1lim ——— .
e—0 zsinw e—11l—x+1Inx

61 = lim 2
z—0 r —tan‘x

Exercice 17. A l'aide de D.L., calculer, selon la valeur du parametre m € R, les
limites suivantes si elles existent

. z3 . 1 m
lm —; lim | — — .
z—0 Sin x — mx z—1\Inz x—1

Exercice 18. A l'aide de D.L., étudier les branches infinies de la courbe représen-
tative de la fonction f(z)=+va2+1+ V22 —1.




