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Mathématiques 2 / Analyse — T.D. série n°® 1 :

Développements limités.

GENERALITES ; D.L. DE FONCTIONS ELEMENTAIRES.

Exercice 1. Montrer qu'une fonction polynomiale f de degré d admet un DL, (0)
(développement limité d’ordre n au voisinage de 0), pour tout n € N.

Exercice 2. Montrer quesi f : R — R admet un DL, (0), alors ce D.L. est unique.

Exercice 3. En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que

(a) V:EER:|6“—:E—1|§%$26|$‘, (b) VxERJr::E—%mi)’SsinISx.

Exercice 4. Déterminer le DL, (0) des fonctions suivantes :
(a) v —chz=3(e"+e ") (n=2p+1avecpeN)
(b) z+—shz=1(e"—e™) (n=2p+2avecpeN)
(¢) z—e"sinx (n=2>5)
(d) z— arctanx (n =2p+ 2 avec p € N)

Exercice 5. Déterminer les D.L. suivants :

1
(a) DLy(1) de x> —0

22
(b) DLy(00) de & +— x — v/a* — 3.

s

Exercice 6. On rappelle que Vzx € [—g, 2] . arcsin(sinz) = x ,

Vo € [-1,1]: arccosw = § —arcsinz .

(a) Déterminer le DL3(0) de la fonction x +— arcsinz a I'aide du D.L. de la
fonction x — sinx.

(b) En déduire le DL3(0) de la fonction = — arccos .
RECHERCHE DE FONCTIONS EQUIVALENTES ET LIMITES

Exercice 7. Déterminer un équivalent, au voisinage de xy, des fonctions

1 1
f(x):sina:_tan:c (o =0), gx)=2"—2" (10=2).

Exercice 8. A l'aide de D.L., calculer les limites suivantes :

, I et —cosxr —x ’ I zlhnhx+1—z , I TCOST —sInx
=1 ———— = im-—-—— = lim ————
! z—0 xr — ln(l + :Ij‘) r 2 z—1 (x — 1) Inz ’ 3 2—0 13

Exercice 9. Pour a € R, calculer a I’aide d’un D.L. la limite lim (1 + g>m :
x

r—00



BRANCHES INFINIES ET ETUDE LOCALE DE FONCTIONS

Exercice 10. Donner, a I’aide de D.L., au voisinage de co et —oo, I’'asymptote et
2

1/x

e/”.

la position par rapport a I’asymptote, de la courbe d’équation y = T
x

Exercice 11. Démontrer que la fonction exp est convexe sur R, en appliquant le
théoreme des accroisements finis, sur tout segment [a,b] C R et pour tout
A € [0,1], a la fonction fy définie par

falz) = M@0 (1 — \)e? — Ne® |

Exercice 12. A l'aide d'un D.L. étudier la convexité et la concavité locale au
voisinage de x( ainsi que la nature (extréma, point d’inflexion) du point
(xo, f(xg)), et donner I"équation de la tangente en ce point, pour

fl@)=22"—32" =120 +2 et x€{-1,32} .

Exercice 13. Soit f la fonction définie sur ]—1 O[ U ]0, ﬂ par

49
flx) = 5;1:; avec g(x) =eV l+sinz _

(a) Calculer le DL3(0) de g.

(b) Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.

(c¢) Notons fce prolongement de f. Montrer que fest dérivable en 0.

(d) Donner I'équation de la tangente (t) au graphe de f au point (0, f(0)).
(e) Préciser la position du graphe de fpar rapport a (t) au voisinage de 0.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 14. Ecrire les DL, (0) des fonctions suivantes :

XPL(4) . g@)=a® (a>0, neN), th(z)= 2L (n—¢).

flo) = 2= = iz

Exercice 15. A l'aide de DL, calculer les limites suivantes si elles existent :

(1 — cosx) arcsin x . l—cosx . ¥ —x
, by =lim ——; f3=Ilim—— .
=0 zsinw e—11—x+1Inz

£1 = lim 2
z—0 r —tan‘x

Exercice 16. A l'aide de D.L., calculer, selon la valeur du parametre m € R, les
limites suivantes si elles existent

) x3 ) 1 m
lm —; lim | — — .
z—0sinx — mx z—1\Ilnz x—1



Exercice 17. A l'aide de D.L., étudier les branches infinies de la courbe représen-
tative de la fonction

flx)=va2+1+Va2 1.
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Exercice 18. Utiliser la formule de Taylor-Lagrange dans les questions suivantes.
(a) Soit f(z) =3 — 2z + 42* + 23 — 2* + 2°. Montrer qu'il existe des réels
g, a1, ..., as tels que Vo € R: f(x) = S,_, ar(z — 1)k
(b) Montrer que Vo € R\ {0}, e* >z +1letVz e R\ {1}, Inz <z—1.
(¢) Montrer que Vo € Ry : 2 —32% <In(14+x) <z et z— g2 <sinz < a.

Exercice 19. Montrer que pour tout z € R on a

1
e —z —1| < §$26|m‘

Exercice 20. Soit f : [a,b] — R deux fois dérivable telle que |f”(t)| < k pour
tout ¢ € Ja,b[. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange aux intervalles
[a,t] et [t,b], montrer que pour tout t € Ja, b :

[f(b) = fla)] b—a

k
b—a + 2

@) <

Exercice 21. Soient f et ¢ deux fonctions définies sur R telles que pour tout
reR:
flz) =1-32" +22° + 2" e(z) avec lime(z) =0 .

z—0

(a) Montrer que f admet un DL4(0).
(b) Est-ce que f peut admettre un DLs(0)? (Considérer ¢ de la forme z°.)
(c) Est-ce que f admet un DL3(0)?
(d) Prouver que f est dérivable en 0, et calculer f'(0).
Exercice 22. Soit f(z) = 2?sin L pour z € R* et f(0) = 0.
(a) Montrer que f admet un DL;(0).
(b) Montrer que f est dérivable sur R.
(c) Montrer que f’ n’admet pas de DL(0) a aucun ordre.

Exercice 23. Soit f :]|—%, 5[ définie par f(z) = tan(z).

3
Exercice 24. Trouver le DL, (0) des fonctions

f(x)=tanz (n=5), g(z)=tan’z (n=26), hx)= h1§1_|_7+3;$) (n=4),
j(z) = sirxlx (n=4), k(x)=e>" (n=6), {l(r)=arcsin(z) (n=3).



Exercice 25. Calculer le DL,(Z) de (sin 2z)%.

6
Exercice 26. Calculer

. —e . x —arctanw
lim — ., lim — 3
a0 =0  (sinx)

Exercice 27. On considere la fonction f définie sur |—m, [ par

(a) Donner le DL4(0) de f.

(b) En déduire que f est continue et dérivable en 0. Préciser f'(0).

Exercice 28. Trouver les DL, (c0) (D.L. généralisées au voisinage de l'infini) de
(a) Va* +1—+Vz2+z (n=3),

(b) arctanz (n =5). (Indication : V& € R : arctanz + arctan £ = Z).

Exercice 29. Calculer

(@) limz™s, (b) lim————> (¢) lim (1+%)x (a €R).

r—1 r—1 ln{)j xr — 1 T—00




