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ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1. Soit (E,+,*) un K-ev. Montrer que 'on a pour tout z € E et tout A € K :

Oxz=0, (“N)*xx=—A*z), Ax0o0=0, et: Axx=0 <= (A=0ouz=o0).
Exercice 2. Dans R’ on définit une loi ® par x ® y = zy et une opération de R sur R} par

Ax x = 2. Vérifier que (R?, @, x) est un espace vectoriel sur R.
Exercice 3. Pour i € {1,2}, soient (E;, ®;, *;) des K-ev. Montrer que F = F; X E,, muni de

I’addition + et multiplication scalaire x « composante par composante », est un K—ev.

(Cet « espace vectoriel produit » se généralise a un produit E = [],_, E; quelconque.)
Exercice 4. Montrer que la commutativité de la loi + est une conséquence des autres axiomes
définissant un espace vectoriel. [Ind. : developper (1+1)(x+y) de deux fagons différentes. |

Exercice 5. Soit E le R—espace vectoriel des applications continues sur R. Soient f et g les
applications définies par f(z) = cosx et g(x) = cos2z.
Montrer que si « et 3 sont des réels tels que af + g = O, alors a = 3 = 0.

Exercice 6. Soit £ = A(R,R) I’ensemble des applications de R dans R. On désigne par C

I'ensemble des applications croissantes de E. Soit F'={f € E|3g9,h € C: f = g — h}.
Vérifier que F' est un R-ev pour les lois de E.

Exercice 7. Soit E un ev, A un sous-espace propre de E, c’est-a-dire A # {0} et A # E.
Montrer que (E\ A) U {0} n’est pas un sev de F.

Exercice 8. Soit I un intervalle de R et zy € I. Soit E 'espace vectoriel sur R des applications
numériques définies sur 1. On désigne par F' le sous-ensemble de E formé des fonctions
f telles que f(zg) = a ou a est donné. Montrer qu’il existe une seule valeur de a pour
laquelle F' est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 9. Soient F, F, G des K-ev, f une application linéaire surjective de E dans F' et g
une application de F' dans G. Montrer que si g o f est linéaire, alors g est linéare.
Exercice 10. Soit £ = K[X]| et E,, = {P € F; deg P < n} ou n € N. Soit ¢ I'application de

E dans E définie par o(P) = XP'+ P ou P’ désigne la dérivée de P.
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E et que la restriction ¢, de ¢ a FE, est
un endomorphisme de FE,,.
(b) Montrer que ¢,, est surjective.
(c) Déterminer les polynomes P € F, et les scalaires A tels que ¢(P) = AP.
En déduire que ¢ est un automorphisme de FE.

Exercice 11. Soient E, F,G des K-ev,u € L(E, F), v € L(F,G). Montrer que les applications
u*: L(F,G) — L(E,G) ot U L(E,F)— L(E,G)

wr— wou w— vow

sont linéaires.
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Exercice 12. Soit £ un K-ev. Montrer que I'application ¢ de L(K, F) dans E définie par
o(f) = f(1) est un isomorphisme de K-ev.

Exercice 13. Soit E un K-ev et u € L(E). On pose u° = idg, et pour k € N*, u¥ = youF~1.
Pour P =ag+ a1 X + ... + a, X™ € K[X], on pose P(u) = apidg +au + ... + a,u™.
(a) Montrer que pour tout P,Q € K[X], on a (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
(b) Montrer que si u n’est pas injectif alors : keru C ker P(u) <= P(0) = 0.
(¢) Montrer que si P(0) # 0 alors ker P(u) C imu.

Exercice 14. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Tout élément = de E
s’écrit donc de maniere unique x =y + z avec y € F et z € G.

(a) Montrer que l'application sp : x +— y — 2z est un endomorphisme de E, appelé
symétrie par rapport a F parallelement a G.
(b) Montrer que sp = idg —2pg = 2pr —idg = pr — pg, ou px est le projecteur sur X.

Exercice 15. Soit F un sev d'un ev E, F} et F, deux supplémentaires de F'. Montrer que la

restriction v a Fy du projecteur sur Fi parallelement a F' est un isomorphisme de F5 sur
F.

Exercice 16. Soient E un ev et ' un sev de E tels que : Y € E*\ {0}, ¢|r # o.
Montrer que F' = E. (Indication : si E’ est un supplémentaire de F' tel que E' # {o} et

si a € E', considérer ¢ € E* tel que ¥(a) # 0).
Exercice 17. Montrer que les familles suivantes sont libres dans A(R, R) :
(2) (adacn, fulz) = e
(b) (fk)ken+ et (gr)ken, fr(z) =sinkz et gy(x) = coskz.
Exercice 18. Soit (Py) une suite de polynomes de R[X] telle que deg P, = k pour tout k € N.
(a) Montrer que (Py) est une base de R[X].

(b) Soit @ € R. Montrer que {(X + a)"},en est une base de R[X]. Pour P € R[X],
donner les coordonnées de P dans cette base.

Exercice 19. Montrer qu'il existe une et une seule application linéaire u de R?® dans R? telle
que u(—1,2,0) = (1,0), u(0,1,1) = (0,1), u(1,1,1) = (1,1). Calculer u(z,y,z) pour
(z,y, 2) arbitraire dans R?.

Exercice 20. Soit £ = C[X]. Pour tout a € C, on note ¢, 1'élément de L(F,C) défini par
@(P) = P(a). Montrer que la famille (¢,),.c est libre dans L(E, C).

Exercice 21. Soit n € N. Un élément = de £ = K" est noté x = (x1, ..., z,). Soit a € K" et
¢ : K" — K tels que ¢(x) = ayz1 + ... + apx,. On pose H = {x € K", ¢(x) = 0}.

(a) Montrer que si H # E, alors H est un sev de E possédant une base de n—1 éléments.
(b) Caractériser les supplémentaires de H.

Exercice 22. On note z = (21, ...,x,) 'élément générique de K™. A tout a € K" on associe
v, € A(K™, K) définie par p,(x) = a1z1 + ... + a,zy,.

Monter que ¢, € (K")* et que ¢ : K — (K")* ; a+— ¢, est un isomorphisme.
[Indication : utiliser la base canonique de K" pour montrer la surjectivité.]
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ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Exercice 23. Soit F = C°([0,1];R). Pour tout n € N, soit ¢, la forme linéaire définie sur F
1 n
par () = [t f(t)dt
(a) Montrer que si f est une fonction positive de E, alors po(f) = 0 entraine f = 0.
(considérer une primitive de f sur [0, 1]). En déduire que (), est libre.

(b) Soit u: E — (R™™)*; f— u(f) = (wo(f), .-, n(f)). Montrer que u est surjective.
[Ind. : appliquer le résultat de I'exercice 16 au sev F' = im u et utiliser I'exercice 22.]

Exercice 24. (a) Soient £ un K-ev de dimension finie, f; etf; deux formes linéaires sur F.
Montrer que ker f; = ker f5 si et seulement si : I\ € K*, f; = A fs.

(b) Soit V' = {(z1, 79,73, 24) € C* 21 —iwg = 0 et 21 + izy — x5 = 0}. Quelles sont &
priori les valeurs possibles pour dim V' 7 Montrer en utilisant (24a) que dim V' < 2.

(c) Donner une base de V.
Exercice 25. Dans R3, on considere les vecteurs v; = (1,2,0) et vy = (—6,0,2).
(a) Montrer que {vy, v} est libre.
(b) Compléter la partie {v;,v2} pour obtenir une base de R3.
Exercice 26. Soit £ = {P € R[X] : deg(P) < 2}. On pose
Py(X)=—1, PI(X)=2X+4a, P,(X)=—-X?+2bX —c .
ou a, bc sont des parametres réels. Ecrire la base canonique de E. Quelle est la dimension
de E'? Montrer que {Fy, P;, P»} forme une base de E.
Exercice 27. Soit f I'application de R? dans R? définie par f(z,y,2) = (42 — y, —z + 522).
(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Déterminer ker f, en donner une base.
(c) Déterminer une partie génératrice de imw, puis une base de im u.

Exercice 28. Soit £ un R-e.v de dimension 4, B = (ey, €9, €3, €4) une base de E. On désigne
par F' le sous-espace vectoriel de F engendré par les vecteurs

U = e1 +2e, — 3e3+ ey
Ug = —2€1+ €y — 63+364
Uz = e1 + 7ey — 10e3 + 6ey
Uyg = 561 — €3 — 564

Déterminer une base de F'. (On précisera les relations de dépendance entre les u;).
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Exercice 29. (a) Soient E et F' deux K-espace vectoriels de dimensions finies m et n. Soit
B = (e1,eq,....;em) et C = (fi1, fo, ..., fn) des bases respectives de FE et F.
Déterminer une base de E' x F'; en déduire la dimension de £ X F.

(b) Soient F un ev, E; et Ey deux sev de E. On considere 'application ¢ : Fy X Ey — F
définie par ¢(x1, z3) = 1 + x2.

i. Montrer que ker ¢ = {(x,—x); x € Ey N Ey}. En déduire que ker p et Ey N Ey
sont isomorphes.

ii. En utilisant (29a), montrer que
dim(E; + FEy) = dim E; + dim By — dim(E; N Es).
Exercice 30. (a) Montrer que I'application u : R® — R* définie par
w(r,y,z) = (br+2y—z, -8 —3y+2z, —x—2y+3z, 3x —y—>5z2)

est linéaire.
(b) Montrer que V = {(x,y,2) € R®: z — 5y = 0} est un sev de R?.
(c¢) Déterminer u(V'), 'image de V' par w.

Exercice 31. On considere 'application linéaire f : C* — C? définie par
fler) = aey + 2ey + 3es; flea) = ies + aes; f(es) = ea + Hes.

ot {e1, e, e3} est la base canonique de C3.
(a) Soit (z,y,2) € C3, calculer f(x,y,2).
(b) Déterminer ker(f), im(f) ainsi qu'une base pour chacun de ces sev selon les valeurs
de a.. Préciser, pour chaque cas, le rang de f.

Exercice 32. On désigne par F le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs
w = (=1,1,-2,3); ug = (—=2,1,-3,1); uz3 = (0,—1,1,5); uy = (1,-2,2,3).

Déterminer une base de F'. (On précisera les relations de dépendance entre les u;).
Exercice 33. Soient F et F' deux K-ev de dimension finie. Montrer que F X F' est de dimension
finie et que dim(E x F) = dim(F) + dim(F).
Exercice 34. Soient £ un ev de dimension finie n € N* f € L(E),a € FE tels que

(f(a), f*(a), ..., f*(a)) soit libre. Montrer que (a, f(a),..., f*!(a)) est une base de E et
que f est un automorphisme de E.

Exercice 35. Soient £ un ev de dimension finie et F' un sev de E.

(a) Montrer que si F' est de dimension finie, alors :
Vu e L(E), (F Cu(F)=F =u(F)).

(b) Donner un contre-exemple quand F' n’est pas de dimension finie.

Exercice 36. Soient £ un K-ev de dimension finie et u € £(FE) de rang 1. Montrer qu’il existe
un unique A € K tel que u? = \u.
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CALCUL MATRICIEL

Exercice 37. Soit

2 1 . -1 1 3 .
A=[-3 0 ,B:<5 0),0: 1 —4 0 ,D:(123),E:(_2>.
1 2 0 2 5

(a) Effectuer, si possible, les produits matriciels suivants :
AB; BA; AC;CA; AE; FA; EB; BE;CD; DC.

(b) Parmi les matrices précédentes, lesquelles sont symétriques ?

Exercice 38. Montrer que I’ensemble S,,(K) des matrices carrées symétriques d’ordre n est un
K-espace vectoriel. Le produit de deux matrices symétriques est-il symétrique ?

Exercice 39. Soit n € N*. On désigne par E;; 1'élément de rang (i,j) de la base canonique
de M,,(R); tous les coefficients de E;; sont nuls sauf celui situé a la position (4, j) (i-éme
ligne et j-eme colonne), qui vaut 1. Ainsi toute matrice A = (a;;) € M, (R) s’écrit de

fagon unique
n n
D S I

i=1 j=1

Ez‘j‘Ekl:{ 0 si j#k

(a) Montrer que

Ey st j=k
1 200 5 0 0 1
N ) . 00 01 2 000
Utiliser ce résultat pour calculer le produit 000 0 00 00O
01 00 01 00

(b) Pour ¢ # j, calculer les produits A.E;; et E;;.A. En déduire une interprétation des
produits A(I + AE;;) et (I +AE;;)Aou e Ret [ =1,.

a+c b —c
Exercice 40. Soit E I'ensemble des matrices de M3(R) de la forme b a+2c b
—c b a+c

et notées M(a, b, c) ol (a,b,c) € R3.

(a) Montrer que M(a,b, c) peut s’écrire M(a,b,c) = al +bJ +cK ou I = I3, J et K
étant indépendants de a, b et c. En déduire que E est un R-espace vectoriel dont on
donnera la dimension.



(b) Calculer J?, JK, K J, K? en fonction de I, J et K. En déduire que E est stable pour
la multiplication matricielle.

Exercice 41. Soit D,,(K) 'ensemble des matrices diagonales d’ordre n. Montrer que
(a) L’ensemble D, (K) est un sous-espace vectoriel de M,,(K).
(b) Si D et D’ sont deux élément de D, (K), alors DD’ € D,(K).

(¢) Une matrice D diagonale est inversible si et seulement si tous ses éléments diagonaux
sont non nuls. Déterminer alors D!,

(d) Si D € D,(K), calculer D? pour p € N.

Exercice 42. Soit (e) la base canonique de R3. Soit f ’endomorphisme de R? défini par

-2 -1 2
A= Mat(f;(e))=|—-15 —6 11
-14 -6 11

(a) Calculer f(u) ou u= ey + ey + 2es.
(b) On pose v = 3es + 2¢3 et (€) = {u,v,e3}.
i. Démontrer que (€) est une base de R3.
ii. Déterminer T'= Mat(f, (€¢)). En déduire que f est bijective

01 2
(c) Soit N=[0 0 3
0 00

i. Calcuer N2. En déduire N* pour k > 2.

ii. Soit n € N. Calculer T™ en fonction de n et IV, puis en fonction de n uniquement.
En déduire A™ en fonction de n.

0o 1 -1
Exercice 43. Soit A= | -1 2 -1
1 -1 2

(a) i Calculer A% — 3A + 21 ot I = I3. En déduire que A est inversible et calculer

AL
ii. Calculer A~! par la méthode de Gauss.

(b) Pour n € N* déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X? — 3X + 2.
En déduire une expression de A™ en fonction de A et I puis en fonction de n.

Exercice 44. Dans £ = R;[X], on considere les polynomes P, = 3X + 2 et P, = 2X + 3.
Montrer qu’ils forment une base de E. Ecrire la matrice M de ’application linéaire ¢ :
P +— P’ dans cette base (P’ désigne la dérivée de P). Montrer de deux facons différentes
que M? = 0.

Exercice 45. Dans M5(R) on considere 'application ¢ qui a M = (CCL 2) associe (M) =

a—b d—c
c—d b—a
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme.
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b) Touver la matrice de ¢ dans la base canonique de My(R).
¢) Donner une base de chacun des sous-espaces im ¢ et ker .
d) Ecrire la matrice de la restriction de ¢ a im ¢ dans la base précédente.

Exercice 46. En utilisant la méthode de Gauss, étudier I'inversibilité des matrices suivantes
et déterminer éventuellement leurs inverses :

2 11 —2 5 -3 —1%2_}

A= -3 01 |,B= C=| -1 -4 0]|,D=
Lol 50 0 9 s 1 -4 0 1
0 25 1

Exercice 47. Les matrices suivantes sont-elles inversibles ? Si oui calculer leurs inverses.

1 2 -3 2 2 3 1 3 5
A=10 1 2 , B= 1 -1 0, C=12 7 1
00 1 -1 2 1 00 -9
Exercice 48. Soient les matrices
21 2 2 -1 2 1 2 2 1 2 2
A=\|1 2 2|, B=|1 =2 2|,C=1212|,D=12 21
2 2 3 2 -2 3 2 2 3 2 3 2

Montrer que A est inversible et calculer A7!.
En déduire que B, C, D sont inversibles et calculer B~ C~1, D=1



SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 49. Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systeémes suivants :

(a) dans R3
3r—2y—3z=a
20 +3y + 2z =10 (a,b,c) € R?
172 + 6y — 5z =c

(b) dans R*

r+2y+2z—-—t=1
2r +y+2z =2
-z —y —z+t=1
v —y—2z2+t=2

Exercice 50. Résoudre et discuter suivant les valeurs du parametres réel a le systeme :

(a+ 1)z + Y+ z=a*+3a
T+ (a+ 1y + z = a® + 3a?
T+ y+ (a+1)z =a* + 3a®

Exercice 51. Soient u = (1,1,2), v = (3,0,1), w = (5,2,5) trois vecteurs de R3. Trouver les
conditions sur (a, b, ¢) € R? pour qu'il existe (z,y, z) € R? tel que zu+yv+ 2w = (a, b, c).

Exercice 52. Résoudre le systeme

v +4y —5z +6t +u=0
2v =3y +3z —3t =0
dr + 11y — 132 +16t —u =0
v —2y +z +t—2u=0

Exercice 53. Dans R® muni de sa base canonique (ey, es,€3), on considere la famille (u,v,w)
avec u = (2,1,1); v =(1,2,1); w = (1,1,2).
(a) Calculer les coodonnées (z,y, z) du vecteur £ u + nv + (w dans la base canonique
en fonction de &, 7, .
(b) Démontrer que (u,v,w) est une base de R?® et calculer les coordonnées (£,7,(¢) du
vecteur zey + yey + zeg dans la base (u, v, w).
Exercice 54. (a) Soit (ey,es,e3) la base canonique de R3. Soit v; = 2e; + ey — e3; vy =
2e1 — ey + 2e3; v3 = 3e; + e3. Montrer que (v) = (v, v, v3) est une base de R3.
(b) Soit U I'endomorphisme de R? défini par U(zx,y, z) = (—2x+y—z,x—2y, 3v+2y—2).
Trouver la matrice de U dans la base (v).
(c) Soit (f1, fo) la base canonique de R?, soit w; = —f; + fo; wo = f1 + fo. Vérifier que
(w) = (wy, ws) est une base de R?.
(d) Soit V Papplication linéaire de R® dans R? définie par V(z,y,2) = (4v —y + 2,2 —
3y — z). Trouver la matrice de V' par rapport aux bases (v) et (w).



