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3 Interpolation polynomiale

On considere dans ce chapitre la construction de fonctions polynomiales
qui approchent une fonction donnée f en un sens a préciser. L'intérét est la
manipulation aisée de fonctions polynomiales : stockage dans l'ordinateur,
calcul de dérivée et de primitive, etc. En effet, ces formules d’interpolation
nous serviront aussi pour construire des formules d’intégration dans le cha-
pitre suivant.

3.1 Polyndéme de Lagrange

Pour approcher une fonction connue f, on peut se proposer de trouver
un polyndéme qui prend en certains points z; la valeur y; = f(z;). Parfois, la
fonction f n’est pas connue et on n’a que les y; (mesures expérimentales,...) ;
il sera aisé d’adapter tout ce qui suit a ce cas, en remplacant f(x;) par y;.

Théoreme 3.1.1 Le polynome de degré minimal qui passe par un ensemble
de points E = {(z;,y;);1 = 1..n} donné (avec x; # x; pour i # j), est le
polynéme de Lagrange,

Pg(z) = Zy, Li(z) avec Li(x)= H T ,

g V0T

de degré inférieur ou égal an — 1.
(Ce polynome est parfois aussi noté Ly ou L,_1 pour indiquer son degré.)

Exemple 3.1.2 Pour £ = {(-1,1),(0,-1),(1,2)}, on a

Pg(x) = yi-Li(x)+y2 - La(x) +ys - Ls(w)
z—0 r—1 r+1 -1 5 z+1 -0

= 1. . ~1)- . . .
—-1-0 —1—1+( ) 0+1 0—-1 0+1 1-0

Démonstration: Pour voir que Pg passe bien par les points de F, on
observe que les polynomes L; ont I’agréable propriété que'

1 S
‘v’i,je[[l,n]]: L,(ZL'J):(S”:{ Se=J

0 sinon

car pour x = x; un des facteurs s’annule, et pour z = z; tout les facteurs
sont égaux a 1. Ainsi, Vi € [1,n], Pr(x;) = y;. La définition des L; montre

'On utilise la notation [a,b] = [a,b] N Z.



immédiatement qu’ils sont tous de degré n—1, on a donc aussi Pr € K,,_1[X].
(Dans des cas particuliers on peut avoir deg Pr < n — 1, par exemple si tous
les points de E sont sur une droite, deg P < 1; Pg est une constante si tous
les y; sont égaux.)

Pour démontrer 1'unicité de ce polynome, supposons qu’il y ait un autre
polynome @ € K, 1[X] tel que Vi € [1,n] : Q(x;) = y;. Le polyndéme
R =P —@Q € K,_1[X] admet donc les n racines xy,...,x, (car R(x;) =
P(z;) — Q(x;) = y; — y;) ; mais comme deg R < n, cela implique R = 0, donc
Q=P. O

Remarque 3.1.3 (autre démonstration de I’existence et unicité de Pg)
On peut aussi considérer l'application linéaire (ezercice!)

Op K, 1[X] = R"; P (P(xy), P(xg),...., P(x,)) .

On a Vi € [1,n] : ®p(Li) = €, 0t (€:),cpy,y €St la base canonique de R",
doncrang Op = n <= g surjective <= P injective, car dimK,,_;(R) =
n =dimR". La surjectivité de ®g est équivalent a l'existence, son injectivité
a lunicité du polynome d’interpolation Pg € K, _1[X].

3.2 Forme de Newton du polynome de Lagrange

Si on a déja calculé le polynome d’interpolation passant par les points
(x4, yi) i—1_n» €t on souhaiterait trouver un polynome passant par un point de
plus (11, Ynt1), il faut a priori recalculer tout le polynome de Lagrange. Il
est souhaitable de pouvoir utiliser les calculs fait pour les n premiers termes
et juste ajouter le terme nécessaire pour passer par le point supplémentaire.

C’est I'intérét de la forme de Newton du polynome de Lagrange,

n k-1
PE:chﬂk(x) avec Wk:H<I—$j) (m=1)
=1 j=1

ou les coefficients ¢, sont donnés par les différences divisées ¢, =
[x1, ..., x| définis de maniere récursive par

[5% ---,l’kﬂ] - [l’iﬂa 7$k] (
T; — T

[w] =y, [wi, o ] = k>1i) .

Remarque 3.2.1 Dans le cas particulier ou y; = f(x;) (c’est-a-dire on in-
terpole une fonction f connue en les points x;), on écrit aussi f[...] au lieu
de [...] ; ainsi en particulier flx;] = f(x;).



Exemple 3.2.2 Dans le cas de 3 points, on a donc

Pg = [z1] + [21, 22] - (x — 21) + |21, 22, 23] - (. — 21) (2 — 22)

avec
Yyi—y2 _ Y2—Ys3
[1'1] =Y, [5171,1'2] = ii — Z;Z ) [l‘l,l’z,.fg] == w

On voit tout de suite que cette écriture de Py est plus économique que
celle de Lagrange, pourvu qu’on trouve une maniere simple de calculer les
différences divisées dans la pratique.

Pour faire cela, on établit le schéma suivant :

i | ] [T ] [@ie1, T, T
1| Y1
Yi—y2
B N [
Xr1,r2|—|T2,T3
2 ) Yo T1—3
Y2—y3 [71,72,23] —[22,23,24]
BT egu)—[os,ad] oo
T2,T3|—|T3,T4
3| x3| Y3 pra—
Y3—Y4
T3—T4
4l ay| Ya

Ainsi, si on ajoute un (n+ 1)¢ couple (2,41, Yns1) par lequel le polynome
doit passer, il suffit de rajouter une derniere ligne a ce tableau pour écrire le
terme qu’il faut ajouter au polynome Pg.

Remarque 3.2.3 De la définition, on voit facilement que 'on a aussi les
relations

[x27 ,Ik] — [Ih "‘7xk—1]
T — 1

[T, .y xp] = = [Tk, ..., 1]

(récurrence immédiate pour la derniére égalité : exercice!). En pratique, les
x; sont souvent rangés par ordre croissant; dans ce cas ['utilisation de cette
formule évite d’avoir les dénominateurs négatifs.

Exercice 3.2.4 Ecrire la forme de Newton du polynome de Lagrange passant
par (z,y) € {(1,3),(2,2),(5,1),(7,4),(8,3)}.

Exercice 3.2.5 Pour y; = f(x;), on écrit aussi flxy,...,x,| au lieu de
(1, ..., 2], avec flz] = f(x), ete. Montrer que flz,x] := limy_, flx,2'] =
f(x), puis calculer flxz,x,2'] puis f|x,z, x| définis de fagon analogue.
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Solution: limy_ flz,z + h| = f'(z) par définition. On pose flz,z, 2’| =
limy, o flz + h,x,2'] = fza]=f@) o flz, z, z] = limy,_ flx,z,z + h]. Pour

- S (x 12_//102
feC?eth=2a"—z ona flr, aH—h]:hf(H?h f()+(h)d’of1f[

h] = M f”( )+ o(1), c’est-a-dire flz,z,x] = f”(x).

T,T,T +

Remarque 3.2.6 On a donc trowvé f[z,z,z] = " (z). On obtient ce méme
résultat a partir de f|x,y, z] indépendant de l’ordre dans lequel on prend les
limites z — y,y — x ou z — x,y — x. 1l en est de méme pour fx,y,z,t] ~
fle, @, @, 2] = £ f"(x) ete., encore une fois quel que soit l'ordre dans lequel on
prend les limites. En fin de la section suivante, on trouve une démonstration
de cette formule au rang n, mais valable seulement pour limy,_,o dans le cas
ouy=x+h,z=y+h,t=2z+h.

3.3 [Complément : Opérateurs de différences finies]

Définition 3.3.1 Soit f une fonction numérique. On définit l'opérateur de
déplacement E et ses puissances par

Ef(x)=flzx+1), E"f(z)=f(x+h) (heR), I:=E" op. identité .

Les opérateurs de différences finies sont définis Vh € R par

A= B -1 Auf(@) = Ja +B) ~ f(z) )
Vo=l Vif(@) = f(@) ~ f(z—h) ©)
5= BE =B S0 = fet )~ fe—5) ()

Remarque 3.3.2 Comme ces opérateurs sont tous définis en terme de puis-
sances de E, ils commutent avec toute puissance de E et donc entre eux,
c’est-a-dire AL,V f = ViAnf ete.

Remarque 3.3.3 Si f est dérivable en x, on a par définition f'(x) =
limp,_0 %Ahf(x), et la méme relation est valable pour V (changer h en —h)
et 0 (qu on peut réécrire comme (A + V)). Par recurrence (et parce que
Ahh Ah) on a donc aussi

Illlrr(l) o A f(z) = f®(x) si f k-fois dérivable en x|

et pareillement pour V et .



Proposition 3.3.4 Pour z; = xo + hi et y; = f(z;), on a

S (@)

f[xn7u-,xn+k] k! hk

Démonstration: En observant que E" f(z;) = f(2441), on a

Apfler, o xr) = flre, o Teg1] — flee, o o) = (X — x1) - flog, o, Tega]

donc
T,y @ —A L1y, T —— A flz
[l k1] = o nflz1 k) = 7 hk it 1]
par récurrence immédiate. En appliquant 'opérateur déplacement EM™~1)
x1 devient z,, d’ou la proposition. O]

Remarque 3.3.5 On peut établir tout un formulaire pour le calcul avec les
opérateurs de déplacement et de différences finies. Comme 1ils commutent
entre eux, on peut utiliser des identités telles que la formule de binome de
Newton, etc. On a par exemple (écrivant E pour E")

B =48y ZCW A= (B 1) =Y Ci(-1)" B

En particulier on retiendra la formule
N =F=2E—1 : Nf(x;)= f(zig2) = 2 f(xir1) + f(2:)

qui représente ['analogue “discret” de la 2e dérivée.

3.4 Estimation de ’erreur

Théoréme 3.4.1 Soit f € C"([a,b]), et E = {z;;i € [1,n]} avec a <z <
Ty < ... < x, <b. Alors

Vi € 0, 36 € J ¢ f(x) ~ Pala) = 5 FO(E) - male)

avec J = |min(z, 1), max(x, z,)[ C Ja, b et mg(v) = [[,cp(r —1t) = (x —21) -
(r—xp).

Démonstration: [esquisse] On pose, pour x donné, K, = #(x)(f(x) —

Pg(x)). On considere alors la fonction w(t) = f(t) — P(t) — K,mr(t) qui

s’annulle en x1, zo, ..., x, et x. Par application répétée du théoreme de Rolle



on montre alors qu'il existe £ € J tel que w™(¢) = 0. Or, Pgl) =0 et
Wg)(ﬁ) =nl, donc K, = f™(&)/n!. O

Ce théoreme permet donc de mesurer 'erreur que l'on fait en aprochant
f par Pg. En particulier, cette erreur est donc inférieure a

1
—sup || sup ||
1% [a,b] [a,b]

dont le dernier facteur est une constante qui ne dépend pas de f.

Proposition 3.4.2 Dans le cas de points équidistants v; = xo + i h avec
r1 =a et x, =0b, on peut établir la majoration

1
sup |mg| < §h" (n—1)!

[a,b]
Dén;onstration: En effet, considérons h™"n(z) = [[/_ (F — ¢ — (i = 1)) =
o0& — k) avec € = % € [0,n — 1]. Cette derniere expression, notons-la

¥(§), prend sa valeur maximale pour § € |0, 1[. En effet, si x € [1, 7], alors

(€ 1)/(E) = (€ — n)/€ < —1, done en passant de & € [1,2] & & — 1, [y
croit par le facteur (n —¢)/¢ > 1. (Bien sur tout est symétrique par rapport
a+b n

au 1millieu %32, donc on a le méme résultat pour £ — { +1 > 7.) Enfin,

si g <& <1, faire £ — 1 — ¢ échange les 2 premiers facteurs de [t)| mais
aggrandit tous les autres. Le maximum de || est donc atteint pour & < %

Ceci et |€ — k| < k donne [¢| < 5 (n —1)!, d’ou le résultat. O

3.5 Phénomene de Runge, abscisses de Tchebycheff

Un inconvénient du polynome d’interpolation de Lagrange est qu’il
présente de fortes oscillations au bord du domaine d’interpolation, sans par-
ler du fait qu’en dehors de [z1, x,], il tend tres rapidement vers +oo, d’autant
plus que n et donc le degré de Pg est élevé. Ce probleme est connu sous le
nom de phénomene de Runge. On peut donc chercher la “meilleure” distri-
bution des x; qui minimise supy, ; [;_; [+ — 24| et donc ces oscillations. On
trouve, sans démonstration dans le cadre de ce cours, que ce minimum est
obtenu pour les “abscisses de Tchebycheft”

b— 2k —1
T =a-+ a(l—l—cos(—)ﬁ) , 1=1,...,n.

2 2n

(En effet, pour [a,b] = [—1,1], les z; sont donnés par les cos(...) ci-dessus, le
reste de la formule est une transformation affine de [—1, 1] vers [a, b].)



Pour ce choix, on a méme

lim sup |f — Pg| =0,

"0 Jayb]

c-a-d. quand le nombre n de points augmente, I’approximation devient vrai-
ment meilleure dans le sens de || - || = supj, | - |, ce qui n’est en général
pas le cas pour des x; équidistants.

3.6 Autres méthodes d’interpolation

Polynémes d’interpolation de Hermite. On peut aussi trouver un po-
lynome Py tel que

Vie [1,n] : Pg(x;) = f(x;) et Py(x) = f'(z;) .

Le polynome de degré minimal qui vérifie ceci est le polynéome de Hermite,
il est donné par

n

Py(x) =Y [f(x:)(1 = 2(x — @) Li(x)] + [(w:) - (x — @)] Li () -

=1

et il est donc de degré < 2n — 1.

Approximation uniforme, moindres carrés. Plutot qu’exiger que le
polynome d’interpolation passe par les valeurs de f en certains points, on
peut aussi chercher P tel que I’écart quadratique

b
/(f(iﬂ) — P(z))*dz soit minimal.

Plus généralement, si f est élément d’un certain espace vectoriel £ muni
d’un produit scalaire (-,-), on peut chercher P dans un sous-espace F =

vect {1, ..., on} tel que
|f = P||:=/(f = P,f — P) soit minimal.

Cette équation, developpée dans la base de F, donne alors P =
> iy (AT (frp)), avee A = [(pi, 95)].

Pour E C Rla,b] (fonctions Riemann-integrables), on utilisera souvent

(f.9) = fabf(:n) g(x) p(z) dz avec une certaine fonction de poids p : [a, b] —
R%, et F' = R,_1[X] ou similaire; il est alors intéressant de connaitre une
base de F' telle que (g;, p;) = d;; : ce sont les polynémes orthogonaux

par rapport au poids p (polynémes de Legendre, Laguerre,...).



