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1 Calcul approché des valeurs d’une fonction
numérique

On étudie ici les méthodes pour calculer efficacement la valeur d’une
fonction numérique. Plus précisement, on considere le cas de fonctions
définies par une certaine limite, telle que par exemple une dérivée f'(z) :=
limp, o £ [f(z + h) — f(x)] ou une série entitre f(z) = lim, o0 D_p_o ak 2"

Rappelons d’abord quelques définitions usuelles.

1.1 Erreur absolue et relative

Définition 1.1.1 On considere une approrimation x d’une valeur réelle r.
On appelle e = v — r erreur absolue et ¢ = ©* ['erreur relative (pour
r#0).

Le nombre de chiffres précis (en base 10) est

x—r
N(z,r) = —logy e| = —logy,

r

Exemple 1.1.2 z = % ~ 3.1429 comme approrimation de r = 7 ~ 3.1416 :

e=0,0013, ¢=~0.0004,

N(z,r) =N (—,w> = —log,o(4-107%)

1
=4—log 4~ 33 (=log, 1.10-% log(2,5 - 10%) )
Donc c’est exact a un peu plus de 3 chiffres pres.

Remarque 1.1.3 On choisit Uerreur relative (et non absolue) car on sou-
haite Uinvariance N(Az,Ar) = N(x,r) pour tout X\ : en particulier pour
A = 10% (décalage de la virgule), le nombre de chiffres précis ne doit pas
changer.

Exemple 1.1.4 Si on considére x = 1.1429 comme approrzimation de r =
1.1416, on trouve toujours e = 0,0013 , mais € ~ 0.0012 , et donc

N(z,r) = N (1.1429,1.1416) = —log,;(1.2 - 107%)

Meéme si on a le méme nombre de chiffres identiques que dans [’exemple
précédent, 'erreur relative est 3 fois plus grande et donc la précision bien
moindre ; puisque 3 ~ 102, on a « un demi-chiffre précis » de moins : la
fonction N étant une mesure continue de la précision, il ne faut pas s’étonner
si sa valeur n’est pas toujours égale au nombre (entier) de chiffres identiques.



1.2 Vitesse de convergence — notions de base

On considére une suite (z,,) convergente vers r = lim z,, € R, et on notera
en = T, — 1 et g, = e,/r les erreurs absolues et relatives.

Définition 1.2.1 Awec les notations précédentes, on définit :
= Si Ky o= lim =25 = lim =257 emiste et 0 < |[K| < 1,
alors on dit que (x,) converge linéairement vers r ;
- Si K1 =0 et Ky :=lim e"“ e]-1,1]\ {0},
alors (z,,) converge quadratiquement VErs T ;

- 81 Ky =Ky =0 et Ky :=lim 255 € ]-1,1[\ {0},
alors (z,) converge cubiquement vers r ;

la généralisation a une convergence d’ordre n est évidente.

Exemple 1.2.2 Les suites x, = r + " et x, = r + 32! convergent
linéairement resp. quadratiquement vers r (pour |5| < 1). (Ezercice :
vérifier.)

Remarque 1.2.3 Pour construire un exemple d’une suite convengente
d’ordre k, on pose x, = T + e, avec e"“ = 0 € |-1,1]\ {0}, soit

6

en = Blenr)’ = B(Ben2)?)t = W(e _w = BYF(Blens)")¥ =

BIEHR (e, ) ete. jusqu’a arriver & e, = ﬁzﬂ 0 (eo)kn et pour ey = 1,
n_
€n = ﬁkk711 :

1.3 Précision ajoutée par une iteration

Dans la pratique, on calcule iterativement la suite (z,) (souvent par
récurrence : 11 = ¢(z,)) pour approcher une valeur exacte r. On s’intéresse
ici & combien on gagne en nombre de chiffres précis par itération, ce qui s’ex-
primera en fonction de la vitesse de convergence.

Proposition 1.3.1 Soit x = (x,,) une suite convergente vers r ;
— si (z,,) converge linéairement, on a

N(@nt1,7) = N(zp,7) = log,g [ K (2)]
- si (x,) converge linéairement, on a
N(zpi1,7) =22 N(zp, 1) — logy, |r Kao(z)|
— si (z,,) converge cubiquement, on a

N(Zpi1,7) =~ 3N(xp,7) —log,, [r* Ks(z)]



Démonstration: Un calcul direct donnke

N(.Tn+1,T) - kN(I‘n?T) - = loglo ‘%
Donc, dans le cas de conv. linéaire, on gagne — log,, | K| chiffres a chaque
pas, c-a~-d. plus K est proche de zéro, plus la convergence est rapide.
Dans le cas de conv. quadratique resp. cubique, le nombre de chiffres précis

double resp. triple a chaque pas (approximativement).

1.4 Accélération de convergence : A? d’Aitken

On présente ici une formule permettant d’obtenir, a partir d’une suite (x,,)
convergeante linéairement, une nouvelle suite (A,,) qui converge plus rapide-
ment vers la méme limite. Ainsi on peut obtenir une bonne approximation
de la limite en calculant moins de termes.

Définition 1.4.1 On définit le A?* d’Aitken comme la suite (A,)
définie par :

neN+2

2
TpTp—2 — (xn—l)
Ty — 21:71—1 + ZTp—2

A, =

Proposition 1.4.2 On a

(6n)”

A, =1, — ————— avec On 1= Ty — Tp_1

5n - 6n—1

Démonstration: O

[Ind. : expliciter le membre de droite en mettant tout sur un dénominateur.|

Proposition 1.4.3 Si (z,,) cv. linéairement, on a
lim

Démonstration: | Exercice 2 O

[Indication : utiliser la formule de l'ex. précédent, exprimer tout (com-
mengant par d,) en terme des e, ; multiplier numérateur et denominateur
par 1/e2 pour faire apparaitre les rapports du type e, /e,_1, dont on connait
la limite par déf. de la cv. linéaire.]

Proposition 1.4.4 (régle empirique) :
Le A% d’Aitken élimine le terme dominant d’erreur de (x,,) ;
Uerreur de (A,,) est équivalente au 2° plus grand terme d’erreur dans .



(Mustration de la regle précédente) : Montrer que pour
Tp =7+ ﬂn + 771 )

avec |y| < |B| < 1,ona: (A, —r)=0(H").
[Ind. : calculer e, ; exprimer A, — r en terme des e, (formule de I'ex0.2;
mettre tout sur un dénominateur); mettre en facteur v"~2 resp. /"2 1a

ou c’est possible; ainsi montrer que A;; ” tend vers une constante que 'on

déterminera. |
(Exercice a revoir en T.P. : appli. numérique avec = 0.9, v =0.1.)

(Aitken appliqué a suite a conv. quadratique.) Calculer A, pour

x, = %" 71. Comparer la vitesse de convergence de A a celle de z.
Solution: Onaz, = B2 |, d’olt A,y = 223 (B2, —1)/(1-28x,+ 3% 22).

On pourrait penser que x3 tend beaucoup plus vite vers zéro que z,,, mais
le doublement des chiffes précis fait que N(x,,2) ~ 4N(x,) (chiffres précis),
alors que N (A, 12) ~ 3N (x,) seulement.

Remarque 1.4.5 Méme sans connaitre le résultat précédent, la rapidité de
convergence de x,, (N(x,) =~ 2" si N(xo) ~ 1) fait que Uapplication de Aitken
devient inutile de toute facon : on travaille rarement une précision supérieure
a 30 chiffres (quadruple précision du standard IEEE), et on a déja N(x5) >
30, N(z7) > 100.

Proposition 1.4.6 Soit ¢ la limite de la suite x, e[x] = x — { la suile des
erreurs, et Alx| la suite de Aitken associée a x. On a alors e[A[x]] = Ale[z]].
Pour comparer la convergence de Alx] a celle de z, on peut donc se restreindre
a l’étude de la suite des erreurs, autrement dit aux suites de limite £ = 0.

Pour démontrer la relation précédente et d’autres du méme type, on peut
introduire un calcul formel en posant @' = (x,_1)nen (avec z_; := 0, ou
prendre Z au lieu de N...), 0[z] := 2 — 2’ (= 0 ssi x = 2/, suite constante).
Ainsi, Alz] =z — §[x]?/6[0[z]] = (z 2" — (2')?)/(x — 22" + 2").

La convergence linéaire, quadratique ou cubique s’exprime alors par la
convergence de la suite o = e[z]/(e[z]')7, avec v = 1,2 ou 3, mais on pourrait
aussi considérer un exposant y non entier.

Dans ce cas, on a Alz] = & - (2")? 71, avec

& = (_(a/)z + a(g/)y(qj//)(y_l)?)/(l _ a/(ﬁp//)y—l + a(a/)7($,,)72_1) ‘

suite équivalente & —a? si y > 1.

Si N[z] = —log,, e[z] est le nombre de chiffres précis, on a N[z] ~ v2N[z"]
ce qui est supérieur & N[A[z]] ~ (2y—1)N[2"]. Dés qu'un a donc une conver-
gence d’ordre v > 1, le A% d’Aitken n’apporte plus d’amélioration.



1.5 Extrapolation de Richardson

On considere maintenant des quantités définies par une limite du type

Ty = lim T3,
h—0
Dans ce cas, deux problemes peuvent apparaitre lorsqu’on veut calculer

T}, avec h de plus en plus petit : premierement, le calcul peut devenir tres
lourd, comme par exemple pour des sommes de Riemann pour approcher une
intégrale

(b—a)/h b
T, = Z f(a+’ih)—>T0—/f(:r;)dx.
=1 w

Deuxiemement, la précision limité de la machine fait que pour h assez petit,
on aura par exemple x + h = z ou au moins f(x + h) = f(z), ce qui donne
un faux résultat pour le taux d’accroissement 3 (f(z + h) — f(z)) — f'(z).

Les deux aspects empechent de diminuer arbitrairement h pour avoir
une estimation de plus en plus précise de Ty. Dans la suite on développe
une méthode pour construire une meilleure approximation de 7Ty a partir de
valeurs de T}, avec des h relativement grands.

Ty, — 1o
hn

Définition 1.5.1 T}, est un estimateur d’ordre h™ de Ty ssi ’llirr(l)
existe et est # 0.

Exemple 1.5.2 Supposons f 2 fois continument dérivable et f” # 0. Alors
flx+h)— f(z)

T, = N
est un estimateur d’ordre h' de Ty = f'(x). En effet,
h
T, —Ty=..= Ef"(x) +o(h)
(en utilisant le D.L. de Taylor de f(x + h) a Uordre 2), d’ou le résultat :
. Th - TO - 1 1
e~/ @ A0

La méthode que l'on présentera permettra de trouver un estimateur

d’ordre h? de Ty = f'(x).

Remarque 1.5.3 Cet exemple est un peu primitif, il a été choisi pour
sa simplicité plus que pour son utilité. Un exemple plus intéressant qu’on
étudiera en T.P. sur ordinateur est celur du calcul approché d’une intégrale :

b

N
Toz/f(x)dx%Th:Zf(a+i-h)-h avec N

i=1

b—a

h

a



Ici, Uapprozimation Ty, devient lourd a calculer quand h devient petit (somme
de N ~ 1/h termes), d’ou l'intérét d’avoir une estimation plus précise sans
trop diminuer h.

Définition 1.5.4 On appelle extrapolé de Richardson de T}, l'estimateur

Thyo —Th

Sy =T,
h h/2 + N 1

Théoreme 1.5.5 Si T}, est estimateur d’ordre h™, alors Sy est estimateur
d’ordre K™, m > n.

. Ty jo—T,
Le correctif Ry, = —5—"

Démonstration: (détaillé ci-dessous). O
Que trouve-t-on comme extrapolé de T}, = w 7

Montrer qu’il est d’ordre hZ.
[Solution : n =1, ~ S, =2Typ =T = (4 f(x + &) — f(z + h) — 3 f(x)).
Ordre 2 : calcul comme avant, avec dvt. de Taylor a 'ordre 3.]
(Retrouver l'extrapolé de Richardson.)
Supposons qu’on ait le dvt. de Taylor T, — Ty = Ah™ + BRh™ + o(h'™),
avec m > n.
a) Calculer T}, — Ty = 7 . Soustraire un multiple de cette 2e équation
de la premiere afin d’éliminer le terme en h".
[Solution : Ty — Ty = Ah™/2" + Bh™ /2" + o(h™),
(1)=2"-(2) <= T}, —2"Thp+ (2" = 1)To = B(1 =2""") ™ + o(h™)
b) En déduire un estimateur S, d’ordre > A" de T, et réécrire S, sous
la forme de Sy, = T}/2 + Ry,.

est approrimativement égal a Uerreur Ty — Tho.

[Solution : % +Ty = B12—== h™ +o(h™) ; le membre de gauche
est —S), + Tp. Finalement, Sy, — Tj o = ... = % =: Ry



