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T.P. Calcul Scientifique, série 4 : équations différentielles.

Exercice 1. (Résolution d’un probléeme de Cauchy a ’aide de Maple)
On considere le probleme de Cauchy

) { y'(t) i ev®) vVt € [0,1]

(a) Quelle est la solution a (P)?

(b) (Re)trouver cette solution en utilisant la fonction dsolve(...) de Maple.
(Syntaxe : dsolve(ED), ou dsolve({ED,CI},y(t)), ou ED est 1'équation
différentielle et CI la condition initiale. (Comparer le résultat des deux com-
mandes.) — Pour écrire 3/ (t) dans ED, utiliser diff(y(t),t) ou D(y)(t).)

(c) Est-ce que (P) admet une solution si on remplace —1 par +17

(d) Quel résultat obtient-on pour les équations différentielles suivantes :
y(t) =e'Dsiny(t) et o(t)=ev®?

Exercice 2. (Méthode d’Euler)

Le dernier exemple ci-dessus montre qu’on ne trouve pas toujours de solution
explicite, méme dans des cas apparamment tres simples : d’ou 'intérét des solutions
numériques (approchées).

La méthode la plus simple de résolution numérique d’une équation différentielle
ordinaire, de premier ordre, et explicite, c-a-d. de la forme

y'(t) = ft (),

est celle d’Euler (également dite de Cauchy), qui consiste a choisir ¢, = a+k-h (k =
0,...,N, h=+(b—a)) et de calculer successivement yy41 = yx + h - f(tx, yr)-

(a) Programmer une fonction Euler(f,y0,a,b,N) qui donne comme résultat la liste
(Y0, Y1, .-, yn] définie ci-dessus, avec yo = y0.

(b) Tester la fonction pour le probleme (P), dont on connait la solution exacte :
pour différentes valeurs de N, comparer la valeur de yy a la valeur théorique
y(ty) (txy = b =1). (On peut aussi afficher la courbe théorique y(t) et la
courbe définie par la liste des points [[tg, yx|, & = 0..N].

On peut aussi faire map( cp, [E(1), E(10), E(100), E(1000)], Y(1) ), avec
E := N->Euler((t,y)—>exp(y),~1,0,1,N)[-1]; et Y la solution exacte.!)

Exercice 3. (Méthode de Runge-Kutta)

(a) Programmer une procédure runkut(f,y0,a,b,N), mettant en ceuvre la formule
classique de Runge-Kutta d’ordre 4 (voir verso).

(b) Appliquer runkut() au probleme (P), et étudier la convergence (par exemple
I'erreur en ¢ty = 1) pour N € {1,10,100 }.

(c) Comparer aux résultats de la méthode d’Euler.

'Que fait : Y :=unapply(rhs(dsolve({D(y)(t)=exp(y(t)).y(0)=-1},y(t))),t) ?



Appendice D :
Résolution numérique d’équations différentielles.

D.1 Probleme de Cauchy
Thm. : Soit £ un R—e.v. normé, [a,b] C Ret f € C([a,b] x E; E) telle que

AL >0: Vteab], Vy,z€ E: [|f(ty) = fL2)| < Lly—=. (L)
/ pu—
Alors le probleme de Cauchy : y(0) = Jlty() Vi elab) (P)
y(a) =yo € E donné

admet une solution unique, unique point fixe de I'opérateur

o+ Cab:E) - CablE): ye (tHyo+/:f(s,y(s))ds) ,

égal a la limite de la suite convergente d’approximations successives 4,11 = ©(Yn)-
La condition de Lipschitz (L) est vérifiée si f est dérivable en y et telle que

sup
[a,b] xR

of
8y‘_L

La résolution numérique d’un probléme de Cauchy (dans £ = R pour simplifier)
consiste a calculer des valeurs (yg)r—1.n, approximations a y(tx) en des points
tr € |a,b] choisis (y étant la solution exacte).

Un schéma est dit d’ordre m ssi supy, |yx — y(tx)| = O(supy, [ter1 — ti|™), c-a-d.
I'erreur tend vers 0 comme h™, si h est le pas de la subdivision { t; } de [a, b].

D.2 Meéthodes a un pas

On ne considere ici que des subdivisions équidistantes, t, = to + k - h, et des
méthodes a un pas, c-a-d. de la forme

Yk+1 = Ye + ho(te, yr, h) , ke {0,..,N—-1}

L’exemple le plus simple d'une telle méthode est celle d’Euler, obtenue pour
o(t,y,h) = f(t,y). Elle converge toujours vers la solution de (P) quand N — oo.

D.3 Meéthodes de Runge—Kutta

Ces méthodes utilisent des points intermédiaires ¢y 1, ..., tx 4 € [tk tk+1], POUr passer
de yr & Y41, en calculant au fur et & mesure des approximations yy; de y(tx;).

Ces formules sont caractérisées par des parametres { ¢;, b;, a; ; }, indépendants de
f et de [a, b], déterminées pour que la formule d’intégration soit d’ordre maximal.

La méthode « classique » est celle pour ¢ = 4, d’ordre 4, qui correspond aux calculs

Pea=f(eUk) s Y2 =k + 2pr1; e =te+ 2% (h=ti —te);
Pr2=f(tk2 Yn2) i Yks =Y+ 2k2 ;s Prs = f(tho,Uks) ; Yka = Ye + hDis ;
Pra = f(ter1, Yra) 3 Ykir = Yo + P (5061 + 2 D02 + 2 Pis + § Pra) -



