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Exercice 1. Soit f : R → R, a, ` ∈ R. Ecrire :

(a) f ne tend pas vers ` quand x tend vers a.

(b) f ne tend pas vers +∞ quand x tend vers a.

(c) f ne tend pas vers −∞ quand x tend vers +∞.

(d) f n'a pas de limite au point a.

Exercice 2. Avec les hypothèses suivantes :

• lim
x→0

f(x) = 2 et lim
x→0

g(x) = 3,

• ∀ε > 0, (|x| < 2ε ⇒ |f(x)− 2| < ε),

• ∀ε > 0, (|x| < ε2 ⇒ |g(x)− 3| < ε),

déterminer un nombre η > 0 tel que : |x| < η ⇒
∣∣∣f(x)

g(x)
− 2

3

∣∣∣ < 1
10
.

Exercice 3. Calculer les limites suivantes :

(a) lim
x→+∞

√
2 x3 − x + 1

−3 x3/2 + x− 1
; lim

x→+∞

x
√

x3 + 2 x− 1

−2 x5 + x4 + 3 x− 1

(b) lim
x→2

x2 − x + 2

x2 − 4
; lim

x→π+

x− 4

sin x

(c) lim
x→+∞

E(x) ; lim
x→+∞

E(2x)
E(x)

; lim
x→+∞

E( 1
x
)

(d) lim
x→+∞

sin x +
√

x ; lim
x→+∞

ln(1+x)
ln x

; lim
x→1±

x2+ax−2
x2−1

Exercice 4. Discuter suivant les paramètres a, b, c, m, l'existence et la valeurs des li-
mites :

(a) lim
x→+∞

(
√

x3 + ax2 + bx + c + mx
√

x + 2).

(b) lim
x→+∞

(
√

x3 + x2 + 1 + mx).

Exercice 5. Prolongez par continuité, si possible, les fonctions (donnez le domaine de
dé�nition dans l'intervalle donné)

f(x) =
x2 − x + 2

x2 − 4
pour x ∈ ]0, +∞[ ; g(x) =

x− 4

sin x
pour x ∈ ]π, 5]

h(x) =
x2 + ax− 2

x2 − 1
pour x ∈ ]0, +∞[

[cf. exercice 3]
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Exercice 6. soit f : R → R dé�nie par f(x) = x sin x.
f(x) admet-elle une limite en +∞ ?

Exercice 7. Peut-on prolonger la fonction f : R∗ → R dé�nie par f(x) = |x|/x en 0 ?

Exercice 8. Montrez que la fonction f(x) = x E(1/x) dé�nie sur R? peut se prolonger
par continuité en 0. Est-elle continue en 1 ?

Exercice 9. En utilisant la dé�nition de la continuité, montrer que les fonctions sui-
vantes sont continues en tout point de R.

i) f(x) = xn , n ∈ N∗ ii) f(x) = cos x .

(On montrera que | cos x− cos y| ≤ |x− y|.)

Exercice 10. Soit A une partie de R. Pour tout x ∈ R on pose

d(x, A) = inf{ |x− y| ; y ∈ A } .

(a) Déterminer d(x, A) quand A est l'une des parties suivantes :

[−2, 3] ; [1, 2] ∪ [3, 5] ; Z ; Q .

(b) Montrer que |d(x, A) − d(x′, A)| ≤ |x − x′|. En déduire que x 7→ d(x, A) est
continue sur R.

(c) Donner une caractérisation de {x ∈ R | d(x, A) = 0}.

Exercice 11. Etudier la continuité de la fonction f dé�nie sur R par f(x) = E(x) +
(x− E(x))2. Etudier la géométrie du graphe de f .

Exercice 12. Soit n ∈ N?, on dé�nit fn : R → R par fn(x) = x− cos(x/n).

(a) Montrez que fn est strictement croissante ; en déduire qu'il existe un unique
réel xn tel que xn = cos(xn/n). Montrez que xn ∈ ]0; 1[.

(b) Montrez que pour tout x ∈ ]0, 1[ on a fn(x) > fn+1(x) ; en déduire que la
suite (xn) est strictement croissante (utilisez aussi la croissance des fn).

(c) Montrez que (xn) converge vers 1.

Exercice 13. Montrez que

sin(arctan x) =
x√

1 + x2
et cos(arctan x) =

1√
1 + x2
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