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Exercice 1. On suppose que |z — 1| < 2 et que =5 <y < —4.
Encadrer les quantités suivantes :

X
1) 24y 2) T—y 3) zy 4) " 5) |z|—lyl.

Exercice 2. Démontrer la proposition suivante :

« Soit (F, <) un ensemble totalement ordonné. Si un ensemble A inclus
dans F posseéde un plus grand (respectivement plus petit) élément, celui-
ci est unique. »

Exercice 3. Pour chacun des sous ensemble suivants de R, dire s’il y a un plus grand
élément, un plus petit élément, une borne inférieure, une borne supérieure :

)N, 2 [0,1], 3 {1+HL+1; neNY .

Exercice 4. Soit la fonction f : R\ {1} — R, f(z) = 75, donnez (pour ceux qui

existent) les plus grands/petits éléments et les bornes sup/inf de f([0;+00]) et
F([=2; 1))
Exercice 5.* Soient A et B deux parties non vides de R. On note
A+B={zeR |3 a,b) e AxB;x=a+b}; —~A={zeR| —z € A}

(a) On suppose que A est majorée ; montrer que —A admet une borne inférieure
dans R, et que
inf(—A) = —sup A

(b) On suppose que A et B sont majorées ; montrer que A 4+ B admet une borne
supérieure dans R, et que

sup(A + B) = sup A + sup B.

Exercice 6. 1) Soit z € R. Montrer les implications suivantes :

a) Ve>0, 0<x<e¢e = z2=0;
b) (VneN, 0<z<2i) = z=0.

2) Soit x € R et y € R. Montrer les implications suivantes :

¢) (Ve>0, 0<|z—y|<e) = zxz=y;
d) (VneN*, 0<|z—y|<L) = z=y.



Exercice 7.* Déterminer les bornes inférieures et supérieures, lorsqu’elles existent, des
ensembles :

@ 5= {=

T

1+ (=1)"

;xe[1;+oo[} (b) E:{ —nQ;nEN*}

Exercice 8. Montrer que v/3 n’est pas rationnel.
On raisonnera par 'absurde en posant /3 = g, ol p et ¢ sont des entiers, et en
comparant les puissances de 3 dans les diviseurs de p? et de 3¢>.

Exercice 9. Montrer que V(z,y) € R?,
(a) |z +yl < |zl +yl
(b) Ilz] — ]l < |z — o]
(¢) |z +y| = |x| + |y| si et seulement si = et y sont de méme signe.

Exercice 10. Résoudre dans R les inéquations
(a) e =1 +]z =3[ <5
(b)* Va2 +3—+va2+1<1
(c) Ve +2<4

Exercice 11. Montrer que :
(a) V(z,y) € R?, (z <y = E(z) < E(y))
(b)* V(x,y) € R?, (E(z) + E(y) < E(z +y) < E(z) + E(y) + 1)
(c) VxeR,Vne N, 0<E(nz)—nE(z)<n-1.

Exercice 12. Résoudre dans R 1’équation E (\/x2 + 1) = 2.

Exercice 13.* Représenter dans un repere orthonormé la fonction

f:R—R

z— z — E(z)
En déduire les bornes inférieure et supérieure de la partie A C R définie par
A={f(x);zeR} .

Exercice 14. Démontrez que pour tout a,b € R, il existe z € Q tel que a < x < b.
Indication : utilisez la propriété d’Archimede pour montrer qu’il existe ¢ € N* tel
que

nla—>b|>2
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