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Travaux dirigés, série 4.

Exercice 1. Soit f: E — F une application. Si B, B’ sont des parties de F', montrer que :
a) fTHBNB)=fYB)NfHB) b) fTUF\B)=E\f(B)
c) [[ABUB)=fYB)Uf(B) d) f(fY(B)) =B sifsurjective.

A-t-on les mémes relations avec f au lieu de f~! (et A, A’ C E au lieu B, B, etc.)?

Exercice 2. Calculer

a) sup 1/x, b) sup 1/z, c¢) supl/x, d) infl/z.
z€(1,2] x€]1,2] >0 x>0

Exercice 3. Soient F un ensemble, A une partie de E. On appelle fonction caractéristique
de A la fonction f4 égale a 1 sur A et a 0 sur £\ A. Montrer que

a) fans=1fafs, b) fav=fa+fe—fals, ¢ [ena=1—fa.

Exercice 4. Soit F I'’ensemble des parties finies de N. On définit la fonction f de E dans N
par

FLA) ="z et fB)=0.

zeA
a) Calculer f(A,) avec A, ={0,1,2,...,n}.
b) Montrer que f est surjective
c) Montrer que f n’est pas injective
d) Calculer le nombre d’éléments de f~1({3}).

Exercice 5. Soit f la fonction définie par f: R — R
r — 22+21x-3

a) La fonction f est-elle injective, surjective, bijective ?

b) Reprendre cette question avec la restriction g de f a 'intervalle [—1, +oo].

Dans la cas ou g serait bijective, déterminer g

c) Déterminer graphiquement
FR) . f([=1+00)), f(=1,1), fH{=3}) . FH([=3,0]), f7'(]5+0c]) .

Exercice 6. Soient E, F, G des ensembles, et f: F — F et g: F — G des applications.
a) Montrer que g o f est injective (resp. surjective), si f et g le sont.

b) Montrer que si g o f est injective (resp. surjective), alors f (resp. g) lest.



Exercice 7. Soient f et g les fonctions numériques définies sur R par f(z) =22% —x — 1 et
g(x) = /2x + 1. Déterminer fog, go f, f-g avec leur domaine de définition.

T

Exercice 8. Pour I =]—1,1[, on considére 'application f: [ — R, x — =

a) Etudier la parité de f et montrer que f est strictement monotone. En déduire que
f est injective.

b) Montrer que f est une bijection. Préciser la bijection réciproque de f.

Exercice 9. Soit f : R — R, a,/ € R. Ecrire :
a) f ne tend pas vers ¢ quand z tend vers a.
b) f ne tend pas vers +o0o quand z tend vers a.
c) f ne tend pas vers —oo quand z tend vers +o0.

d) f n’a pas de limite au point a.
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Exercice 10. Soit f la fonction numérique définie par f(z) = x2 T
x
Déterminer 7 > 0 tel que |z| <7 = |f(z) + 1] < 5.
Exercice 11. Calculer les limites suivantes :
a) lim exp(vr — ) b) lim (2log(z + 1) — log(z® + 1))
tan x COS T
1. d . l. . 5
) 220 In(1 + z) ) zl—{% cos(5x) ¢ acggo(\/5 +sina’)

2 S/
f) lim (ax +Va?+1) g) lim Vitta— Vil —a en fonction de @ € R

00 xr——+00 2.T
1 3 i 1 3 1 2 _ —
h) i YA + i) lim vart+l j) lim rorb
=0 /25 1 3 r—too /a3 1 3 ws3m 2% =9
) 1 E(2
k) lim(cose +sinz)> D lim B(-) m) Hm E((xg;)'

Exercice 12. Discuter suivant la valeur des parametres a, b, c, m € R, 'existence et la valeurs
de la limite lim (Va3 + ax? + bx + c + mavx + 2).

T—-+00

Exercice 13. Soit f définie par f(x) =z E(1/x) pour z # 0 et f(0) = 1. Montrer que f est
continue en 0 et n’est pas continue en 1.

Exercice 14. En utilisant la définition de la continuité, montrer que les fonctions suivantes
sont continues en tout point de R :

a) f(r)=2", neN*
b) f(z) =sinz . (Montrer que |sinz —siny| < |z —y|.)



Exercice 15. Soient a et b deux réels donnés. On définit f :]0, +o00[ — R par
2
fx) = z

ax?+bxr si z>1

si O<ae<1

Trouver une relation liant a et b pour que f soit continue sur |0, +oo|.

Exercice 16. On pose u(z) =z — E(x) et f: R - R, z +— u(x) [1 — u(zx)].
a) Calculer f(z) pour z € [0,1]. Montrer que f est continue sur [0, 1].
b) Montrer que les fonctions u et f sont 1-périodiques.

c) Montrer que f est continue sur R et dessiner le graphe de f.

Exercice 17. Peut-on prolonger par continuité au point z = 0 les fonctions suivantes :

zlnzx

fz) = , glz) ==z

2 —1

a4z e* —1

j(x) =

1
14+ — h
ol (7)

sin 3x

v? — x|’

Exercice 18. Soit f une application continue sur un segment / de R, a valeurs dans I.
Montrer que f possede un point fixe, c-a-d. un point « tel que f(a) = a.

Exercice 19. Vérifier les égalités suivantes en indiquant dans chaque cas leurs conditions de
validité :

a+b

1—ab"

a) arctana + arctan b = arctan

b) arcsina + arcsinb = arcsin(av/1 — b2 + bv/1 — a?).

c) arccosa + arccos b = arccos(ab — v/1 — a2v/1 — b?).

Exercice 20. a) Calculer arctan x + arctan %

- 3 _ 1. (i) . 5 _ 2
b) Montrer que (i) : 2arccos § = arccos g; (ii) : arccos 33 = 2arctan 3 .

s

Exercice 21. Résoudre I’équation arctan 2z + arctanz = 7.

Exercice 22. Démontrer les égalités

T 1

————=; cos(arctanz) = ——.
V14 a2 ( ) V1+ 22

sin(arctan x) =

Exercice 23. Simplifier
a) y = arcsin(2sinz cosz) (pour —T < z < 27)

V1422 -1

b) arctan —————— , arctan(v/1+2? — ) (poser x =tanyp, —§ < ¢ < 7).
x

Exercice 24. Etudier la limite au point 1 de la fonction x — arctan ﬁ



